
 

 

Zadania dla uczniów pragnących rozwijać 

swoje zainteresowania matematyczne 

Edycja VIII (24 stycznia 2022) 
 

Zadanie 1. 

a) Wyznaczyć cos 𝑥 z równania: sin 𝑥 + ctg 𝑥 =
𝑎

sin 𝑥
, gdzie 𝑎 >  0. Podać warunek istnienia 

rozwiązania. 

b) Znaleźć związek między 𝑚 i 𝑛, jeżeli 𝑚 = sin 𝑥 +  cos 𝑥 oraz 𝑛 = sin3 𝑥 + cos3 𝑥 

 

Zadanie 2. 
Oblicz bez tablic: 

a) cos 36° b) sin 36° 
 

Zadanie 3. 
a) Udowodnić, że w trójkącie prostokątnym suma przyprostokątnych równa jest w sumie 

średnic okręgów wpisanego i opisanego. 

b) Wyznaczyć kąty ostre trójkąta prostokątnego, wiedząc że stosunek promieni okręgu 

opisanego do wpisanego równa się 5 : 2. 

 

Wskazówka: w punkcie b) wykorzystaj punkt a) 

 

Zadanie 4. 
Znaleźć wszystkie pary kątów ostrych x, y, które spełniają układ równań: 

 

{
 

  
cos 𝑥

cos 𝑦
= 2 cos2 𝑦

sin 𝑥

sin 𝑦
= 2 sin2 𝑦

 

 

Zadanie 5. 
a) Wykaż, że dla każdego kąta 𝛼 prawdziwa jest równość: 

4(sin6 𝛼 + cos6 𝛼) = 1 + 3cos2 2𝛼. 

b) Wykaż, że dla dowolnego kąta 𝛼 prawdziwa jest tożsamość: 

sin4 𝛼 + cos4 𝛼 =
1 +  cos2 2𝛼

2
 

 

Zadanie 6. 

Znaleźć wszystkie liczby rzeczywiste 𝛼 ∈ (0,
𝜋

2
), dla których zachodzi: 

sin2 𝛼(6 − sin2 𝛼) − 1

sin 2𝛼 cos 𝛼
≤
7

12
 

Zadanie 7. 
Zbadać, dla jakich kątów ostrych zachodzi nierówność: 

2

sin 𝛼
+

1

cos 2𝛼
≥ 6 

 

 



 

 

Zadania dla uczniów pragnących rozwijać 

swoje zainteresowania matematyczne 

Edycja VII (styczeń 2022) 
 

Zadanie 1. 
Znaleźć wszystkie pary 𝑥, 𝑦 liczb naturalnych, dla których jednocześnie zachodzi: 

a) 2100 < 𝑥𝑦 < 2500 

b) 0,85 <
𝑥

𝑦
< 0,9 

c) Iloraz  
𝑦+𝑥

𝑦−𝑥
  jest całkowity. 

 

Zadanie 2. 
Znaleźć wszystkie rozwiązania układu równań: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 

𝑥

𝑥 +
1
𝑥

= 𝑦       

4𝑦

2𝑦 +
1
2𝑦

= 3𝑧

6𝑧

3𝑧 +
1
3𝑧

= 𝑥   

 

 

Zadanie 3. 
Znaleźć wszystkie liczby rzeczywiste a takie, że dla każdej liczby rzeczywistej 𝑥 zachodzi: 

|
2𝑥2 + 𝑥 − 1

𝑥2 − 𝑥 − 1
| < 𝑎 

Zadanie 4. 
Niech 𝑎, 𝑏, 𝑐 będą danymi, różnymi liczbami rzeczywistymi. Udowodnić, że wtedy równanie 

1

𝑥 − 𝑎
+

1

𝑥 − 𝑏
+

1

𝑥 − 𝑐
= 0 

ma zawsze rozwiązanie rzeczywiste. 

 

Zadanie 5. 
Udowodnić, że wyrażenie: 

𝑎2

(𝑎 − 𝑏)(𝑎 − 𝑥)
+

𝑥2

(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)
+

𝑏2

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)
 

jeżeli ma sens, to ma stałą wartość. 

 

Zadanie 6. 
Udowodnić, że z odcinków o długościach 𝑎, 𝑏, 𝑐 można zbudować trójkąt wtedy i tylko wtedy, gdy 

zachodzi nierówność: 

|
𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2

2𝑏𝑐
| < 1 

  



 

 

Zadanie 7. 
Udowodnić, że wyrażenie 

𝑉 =
1

𝑥 − 𝑦
+

1

𝑦 − 𝑧
+

1

𝑧 − 𝑥
 

jest dodatnie dla wszystkich liczb rzeczywistych 𝑥 > 𝑦 > 𝑧. 

Zadanie 8. 
Niech d w trójkącie 𝐴𝐵𝐶 oznacza długość obwodu tego trójkąta, zaś 𝑡𝑎, 𝑡𝑏, 𝑡𝑐 oznaczają długości 

środkowych boków trójkąta. Udowodnić, że wtedy zachodzi 
3

4
𝑑 < 𝑡𝑎 + 𝑡𝑏 + 𝑡𝑐 < 𝑑. 

Zadanie 9. 
Udowodnić, że wyrażenie. 

𝑥 − 2

𝑥 + 2
−
𝑥2 − 4𝑥 + 4

𝑥2 + 4𝑥 + 4
+
𝑥3 − 6𝑥 + 12𝑥 − 8

𝑥3 + 6𝑥 + 12𝑥 + 8
 , 

gdzie 𝑥 ≠ −2 jest daną liczbą rzeczywistą, jest ujemne dla 𝑥 ∈ (−2, 2) i nieujemne 

dla 𝑥 ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞). Znaleźć wszystkie liczby 𝑥, dla których wyrażenie jest równe zero. 

 

 

 

 

 



 

 

Zadania dla uczniów pragnących rozwijać 

swoje zainteresowania matematyczne 

Edycja VI (zajęcia 20 XII 2021) 
 

 

Zadanie 1. 
Niech 𝑝 > 𝑞 > 0 będą danymi liczbami rzeczywistymi. Udowodnić, że wtedy istnieje trójkąt ABC, 

którego boki mają długości: 

𝑎 = √𝑝𝑞, 𝑏 =
1

2
(𝑝 − 𝑞), 𝑐 =

1

2
(𝑝 + 𝑞). 

Dla jakich 𝑝, 𝑞 trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest: 

a) prostokątny, b) równoramienny?
 

Zadanie 2. 
Znaleźć pole trójkąta prostokątnego, jeżeli promień okręgu wpisanego w ten trójkąt równa się 𝑟, zaś 

promień okręgu dopisanego stycznego do przeciwprostokątnej równa się 𝑅. (Okrąg dopisany jest 

okręgiem stycznym do jednego z boków trójkąta i przedłużeń dwóch pozostałych boków). 

 

Zadanie 3. 
Znaleźć, dla jakich liczb rzeczywistych 𝑝 układ równań 

{
(𝑥 − 𝑦)2 = 𝑝2

𝑥3 − 𝑦3 = 16
 

ma dokładnie jedno rozwiązanie. Znajdź to rozwiązanie. 

 

Zadanie 4. 
Rozwiązać równanie z niewiadomą 

1

𝑥 − 𝑎
+

1

𝑥 − 2𝑎
+

1

𝑥 + 3𝑎
=

3

𝑥
 

gdzie 𝑎 jest daną liczbą rzeczywistą. 

 

Zadanie 5. 
W układzie współrzędnych kartezjańskich 𝑥, 𝑦 zaznaczyć zbiór wszystkich punktów, których 

współrzędne spełniają równanie 𝑦 = |𝑥 − 3| oraz zbiór wszystkich punktów, których współrzędne 

spełniają równanie |𝑥| + |𝑦| = 6. Rozwiązać układ równań 

{
𝒚 = |𝒙 − 𝟑|  
|𝒙| + |𝒚| = 𝟔

 

graficznie oraz przy pomocy obliczeń. 

 

Zadanie 6. 
W zbiorze liczb rzeczywistych rozwiązać układ równań 

{

(𝑥2 + 1)(𝑦2 + 1) + 24𝑥𝑦 = 0
12𝑥

𝑥2 + 1
+

12𝑦

𝑦2 + 1
+ 1 = 0         

 



 

 

Zadania dla uczniów pragnących rozwijać 

swoje zainteresowania matematyczne 

Edycja V (zajęcia 6 XII 2021) 
 

 

Zadanie 1. 
Dane są liczy rzeczywiste a, b, c takie, że 𝑎 +  𝑏 +  𝑐 =  0. Udowodnić, że jeżeli wyrażenie  

𝑉 =
1

𝑎 + 𝑏
+

1

𝑏 + 𝑐
+

1

𝑐 + 𝑎
 

ma sens, to wtedy: 

𝑉 =
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

2𝑎𝑏𝑐
 

 

Zadanie 2. 
W układzie współrzędnych kartezjańskich x, y narysować: 

𝑦 = √
1

2
(|𝑥2 − 32| − |𝑥2 − 18|) 

 

Zadanie 3. 
Dane są długości a, b przyprostokątnych trójkąta ABC. Dwusieczna kąta prostego przecina 

przeciwprostokątną w punkcie M. Rysujemy okrąg k(M, x) styczny do obu przyprostokątnych. 

Obliczyć promień x tego okręgu, długości odcinków AM, BM i ich stosunek. 

 

Zadanie 4. 
W trójkącie ABC dwusieczna kąta BAC przecina przeciwległy bok BC w punkcie D. Udowodnić, 

że: 
1

𝐴𝐵
+

1

𝐴𝐶
=

2

𝐴𝐷
𝑐𝑜𝑠 𝛼 

gdzie |∡𝐵𝐴𝐶| = 2𝛼. 

 

Zadanie 5. 
Przyprostokątna trójkąta prostokątnego ma długość 1. Środkowa odpowiadająca drugiej 

przyprostokątnej jest prostopadła do środkowej odpowiadającej przeciwprostokątnej. Obliczyć 

długość pozostałych dwóch boków.

Zadanie 6. 
Udowodnić, że przekątne AC, BC czworokąta wypukłego ABCD są prostopadłe wtedy i tylko 

wtedy, gdy 𝐴𝐵2 + 𝐶𝐷2 = 𝐵𝐶2 + 𝐴𝐷2. 

 

Zadanie 7. 
Udowodnić, że jeżeli a, b są liczbami dodatnimi mniejszymi niż 1, to zachodzi nierówność: 

|𝑎 − 𝑏| ≤
|√𝑎(1 − 𝑏) − √𝑏(1 − 𝑎)|

√𝑎(1 − 𝑏) + √𝑏(1 − 𝑎)
 



 

 

Zadania dla uczniów pragnących rozwijać 

swoje zainteresowania matematyczne 

Edycja IV (zajęcia 22 XI 2021) 
 

 

Zadanie 1. 
Udowodnij, że jeżeli w trójkącie o bokach długości a, b, c zachodzi równość: 

2 ⋅ (𝑎8 + 𝑏8 + 𝑐8) = (𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4)2 

to trójkąt ten jest prostokątny. 
 

Zadanie 2. 
Z wierzchołka C kąta prostego w trójkącie prostokątnym ABC poprowadzono wysokość CD. 

Udowodnij, że długość wysokości CD jest równa sumie długości promieni okręgów wpisanych w 

trójkąty ABC, ACD, BCD. 

 

Zadanie 3. 
Na zewnątrz ostrokątnego trójkąta ABC zbudowano równoboczne trójkąty BCA', ABC', ACB'. 

Wykaż, że odcinki AA', BB', CC' są równej długości. 

 

Zadanie 4. 
Dla jakich liczb rzeczywistych a równanie x4 + 6x3 + ax2 + 6x + 1 = 0 ma cztery różne 

pierwiastki? 

 

Zadanie 5. 
Równanie 2𝑥3 − 9𝑥2 + 7𝑥 + 𝑎 = 0 ma trzy różne pierwiastki. Iloczyn dwóch z nich jest równy -1. 

Obliczyć liczbę a i pierwiastki równania.

Zadanie 6. 
Znaleźć wszystkie rozwiązania układu równań: 

{

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥𝑦 + 6𝑥𝑧 + 6𝑦𝑧 + 6𝑥 + 6𝑦 + 14𝑧 + 5 = 0

𝑧2 + 4𝑥𝑦 − 2𝑥𝑧 − 2𝑦𝑧 + 𝑥 + 7𝑦 − 4𝑧 + 1 = 0                          

2𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥𝑧 + 2𝑦𝑧 + 8𝑥 + 2𝑦 + 5𝑧 + 6 = 0           

 

 

Zadanie 7. 
Znaleźć wszystkie trójki liczb rzeczywistych dodatnich 𝑎, 𝑏, 𝑐 dla których zachodzi: 

a) √(𝑥 − 2)23
+ 6√(x − 3)23

= 5√x2 − 5x + 6
3

 

b) (𝑥 + 1)(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)(𝑥 + 4) + 1 = 0 

c) 𝑥4 + 𝑥2 − 2𝑥 + 2 = 0 



 

 

Zadania dla uczniów pragnących rozwijać 

swoje zainteresowania matematyczne 

Edycja III (zajęcia 8 XI 21) 
 

 

Zadanie 1. 
W ostrokątnym trójkącie ABC, którego kąty mają miary 𝛼, 𝛽, 𝛾 poprowadzono wysokość AA', BB', 

CC'. Oblicz stosunek pól trójkątów A'B'C' i ABC. 
 

Zadanie 2. 
Udowodnij, że jeżeli 𝑎, 𝑏, 𝑐 są długościami boków trójkąta prostokątnego (𝑐 – długość 

przeciwprostokątnej), to (𝑎 + 𝑏)2 + (𝑏 + 𝑐)2 + (𝑎 + 𝑐)2 > 6𝑐2. 

 

Zadanie 3. 
Dany jest trójkąt ABC, w którym poprowadzono środkowe AA', BB', CC' przecinające się w 

punkcie M. W trójkąty AMC', BMC', BMA', CMA', CMB', AMB' wpisano okręgi o promieniach 

odpowiednio 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6. Wykaż, że: 

 
1

𝑟1
+

1

𝑟3
+

1

𝑟5
=

1

𝑟2
+

1

𝑟4
+

1

𝑟6
 

 

Zadanie 4. 
Udowodnij, że jeżeli liczby 𝑎, 𝑏, 𝑐 są z przedziału 〈0, 1〉 to 

√𝑎(1 − 𝑏)(1 − 𝑐) + √𝑏(1 − 𝑐)(1 − 𝑎) + √𝑐(1 − 𝑎)(1 − 𝑏) ≤ 1 + √𝑎𝑏𝑐. 

 

Zadanie 5. 
Narysować wykresy funkcji: 

a) 𝑦 =
𝑥2

|𝑥|
 

b) 𝑦 =
𝑥2

√𝑥2
 

c) 𝑦 =
𝑥

|𝑥|
⋅ √

𝑥2−9

|𝑥2−9|
 

d) 𝑦 =
𝑥

|𝑥|
⋅ √

𝑥2+𝑥−6

|𝑥2+𝑥−6|
 

e) 𝑦 = |𝑥| ⋅ √
4−𝑥2

|4−𝑥2|
 

f) 𝑦 = |𝑥| ⋅ √
𝑥2−4

|4−𝑥2|
 

g) 𝑦 =
𝑥+|𝑥|

2
 

h) 𝑦 =
2𝑥2

𝑥+|𝑥|
 

 

Zadanie 6. 
Udowodnić, że dla wszystkich 𝑥 ∈ ℝ zachodzi: 

a) |𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥| ≤ √2 

b) 𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 𝑠𝑖𝑛4𝑥 ≥
1

2
 

 

Zadanie 7. 
Znaleźć wszystkie trójki liczb rzeczywistych dodatnich 𝑎, 𝑏, 𝑐 dla których zachodzi: 

 

𝑎 + 2𝑏2 + 3𝑐2 +
1

𝑎
+

2

𝑏2
+

3

𝑐2
= 12 

 



 

 

Zadania dla uczniów pragnących rozwijać 
swoje zainteresowania matematyczne 

Edycja II 
 
 
Zadanie 1. 
Liczby dodatnie a, b, c są długościami boków pewnego trójkąta. Udowodnij, że: 
 

𝑎
𝑏 + 𝑐 +

𝑏
𝑐 + 𝑎 +

𝑐
𝑎 + 𝑏 < 2 

 
 
Zadanie 2. 
Rozwiąż w liczbach całkowitych x, y równania:
a) 𝑥! = 𝑦! + 2𝑦 + 13 b) 𝑥! + 𝑥 + 41 = 𝑦! 
 
 
Zadanie 3. 
Rozwiąż układ równań:

a) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧		

!"!

#$"!
= 𝑦

		 !%
!

#$%!
= 𝑧

		 !&
!

#$&!
= 𝑥

 

b) 3𝑥
! + 𝑦! + 𝑧! = 3
xy + xz + yz = 3  

 
 
Zadanie 4. 
Wykaż, że jeśli suma wysokości jest 9 razy większa od promienia okręgu wpisanego, to trójkąt ten 
jest równoboczny. 
 
 
Zadanie 5. 
Wykaź, że jeśli x + y + z = 0, to: 
a) 𝑥' + 𝑦' + 𝑧' = 3𝑥𝑦𝑧 
b) 2𝑥( + 2𝑦( + 2𝑧( = (𝑥! + 𝑦! + 𝑧!)! 
 
 
Zadanie 6. 
Udowodnij, że dla dowolnych liczba dodatnich a i b zachodzi nierówność: 
 

√𝑎 + √𝑏 ≤ <𝑎
!

𝑏 + <
𝑏!

𝑎  



 

 

Zadania dla uczniów pragnących rozwijać 

swoje zainteresowania matematyczne 

Edycja I 
 

 

Zadanie 1. 
Rozwiąż układy równań: 

 

a)  

{
 
 

 
  
1

𝑥
+

1

𝑦
= 2006

 
1

𝑦
+

1

𝑧
= 2007

 
1

𝑧
+

1

𝑥
= 2008

 

 

 

b) {
 𝑥2 + 2𝑦 + 1 = 0

 𝑦2 + 2𝑧 + 1 = 0

 𝑧2 + 2𝑥 + 1 = 0

 

 

Zadanie 2. 
Wykaż, że w trójkącie prostokątnym suma długości przyprostokątnych równa jest sumie średnic 

koła wpisanego w ten trójkąt i koła opisanego na tym trójkącie. 

 

 

Zadanie 3. 

a) Udowodnij, że jeżeli 
𝑎

𝑏+𝑐
+

𝑏

𝑐+𝑎
+

𝑐

𝑎+𝑏
= 1, to 

𝑎2

𝑏+𝑐
+

𝑏2

𝑐+𝑎
+

𝑐2

𝑎+𝑏
= 0. 

b) Udowodnij, że dla dowolnej liczby naturalnej liczba 𝑛5 − 𝑛 jest podzielna przez 5. 

 

 

Zadanie 4. 
Udowodnij, że jeżeli ściany czworościanu są trójkątami przystającymi, to suma odległości 

dowolnego punktu wewnętrznego M tego czworościanu od jego ścian jest stała (tzn. nie zależy od 

wyboru punktu M). 

 

 

Zadanie 5. 
Wykaź, że dla dowolnych liczb rzeczywistych 𝑥, 𝑦, i 𝑧 spełniona jest nierówność: 

a) (𝑥 + 𝑦)2 + (𝑦 + 𝑧)2 + (𝑧 + 𝑥)2 ≥
4

3
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2 

b) √
𝑥2+𝑦2+𝑧2

3
≥

𝑥+𝑦+𝑧

3
 

 

 

Zadanie 6. 
Jeśli liczbę dwucyfrową podzielimy przez sumę jej cyfr, to otrzymamy 6 i resztę 3. Jeśli zaś 

podzielimy tę liczbę przez sumę cyfr powiększoną o 2, to otrzymamy 5 i resztę 5. O jaką liczbę 

chodzi? 


