Zadania dla uczniéw pragnacych rozwijaé
swoje zainteresowania matematyczne
Edycja VIII (24 stycznia 2022)

Zadanie 1.

a) Wyznaczy¢ cos x Z rOwnania: sin x + ctg x = g gdzie a > 0. Poda¢ warunek istnienia

rozwigzania.
b) Znalezé zwigzek miedzy m i n, jezelim = sinx + cos x oraz n = sin® x + cos® x

Zadanie 2.
Oblicz bez tablic:
a) cos 36° b) sin 36°

Zadanie 3.
a) Udowodnié, ze W trojkacie prostokgtnym suma przyprostokatnych rowna jest w sumie
$rednic okregdw wpisanego i opisanego.
b) Wyznaczy¢ katy ostre trojkata prostokatnego, wiedzgc ze stosunek promieni okregu
opisanego do wpisanego rowna si¢ 5 : 2.

Wskazowka: w punkcie b) wykorzystaj punkt a)

Zadanie 4.
Znalez¢ wszystkie pary katow ostrych X, y, ktore spetniaja uktad rownan:
cos x
( =2cos?y
cosy
{ sin x — 2 sin?
siny smey

Zadanie 5.
a) Wykaz, ze dla kazdego kata a prawdziwa jest rownos¢:
4(sin® a + cos® @) = 1 + 3cos? 2a.
b) Wykaz, ze dla dowolnego kata a prawdziwa jest tozsamos$¢:
1 + cos? 2a

sin* @ + cos* a = >

Zadanie 6.
Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste a € (0, g) dla ktorych zachodzi:

sin? a(6 —sin?a)—1 7

<
sin 2a cos a 12
Zadanie 7.
Zbada¢, dla jakich katow ostrych zachodzi nieréwnosé:
2 1

- + > 6
sina cos2«a




Zadania dla uczniéw pragnacych rozwijaé
swoje zainteresowania matematyczne
Edycja VII (styczen 2022)

Zadanie 1.
Znalez¢ wszystkie pary x, y liczb naturalnych, dla ktérych jednoczesnie zachodzi:
a) 2100 < xy < 2500

b) 0,85 < ; <09

c) lloraz g jest catkowity.

Zadanie 2.
Znalez¢ wszystkie rozwigzania uktadu rownan:
X
X+ E
4
) 4 = 3z
2y + 5=
y 2y
6z
=X
\ 3z + 3—12
Zadanie 3.
Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste a takie, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi:
2x2+x—1 -
x?—x—-1 ¢
Zadanie 4.
Niech a, b, ¢ beda danymi, r6znymi liczbami rzeczywistymi. Udowodnié, ze wtedy rownanie
1 1 1
+ + =0

‘ _ x—a x—b x-—c
ma Zzawsze rozwiazanie rzeczyW|ste.

Zadanie 5.
Udowodni¢, ze wyrazenie:

a? x? b?

@—bDa-n G-ax=Db b-0b-x
jezeli ma sens, to ma stalg wartos¢.

Zadanie 6.

Udowodnié¢, ze z odcinkow 0 dtugosciach a, b, c mozna zbudowac trojkat wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi nierownos¢:

a’? —b? —c?

<1
2bc




Zadanie 7.

Udowodnié¢, ze wyrazenie

1 1 1

Xx—y y—z z—x

jest dodatnie dla wszystkich liczb rzeczywistych x >y > z.

Zadanie 8.

Niech d w trojkacie ABC oznacza dtugo$¢ obwodu tego trojkata, zas t,, t,, t. oznaczajg dhugosci
srodkowych bokoéw trojkata. Udowodnic, ze wtedy zachodzi %d <tg+t,+t. <d.

Zadanie 9.
Udowodni¢, ze wyrazenie.
x—2 x*2—4x+4 x3—6x+12x—8
x12 xPtaxtd Bi6xtizx+s’
gdzie x # —2 jest dang liczbg rzeczywista, jest ujemne dla x € (—2,2) i nieujemne
dla x € (—o0,—2) U (2, +00). Znalez¢ wszystkie liczby x, dla ktorych wyrazenie jest rowne zero.

|4




Zadania dla uczniéw pragnacych rozwijaé
swoje zainteresowania matematyczne
Edycja VI (zajecia 20 XI11 2021)

Zadanie 1.
Niech p > g > 0 bedg danymi liczbami rzeczywistymi. Udowodnié, ze wtedy istnieje trojkat ABC,
ktorego boki majg dtugosci:

1 1
a=,/pq, b=§(p—q), c=§(p+q)-

Dla jakich p, q trojkat ABC jest:
a) prostokatny, b) réwnoramienny?

Zadanie 2.

Znalez¢ pole trojkata prostokatnego, jezeli promien okrggu wpisanego w ten trojkat rowna sig r, zas
promien okrggu dopisanego stycznego do przeciwprostokatnej rowna si¢ R. (Okrag dopisany jest
okregiem stycznym do jednego z bokow trojkata i przedtuzen dwoch pozostatych bokow).

Zadanie 3.
Znalez¢, dla jakich liczb rzeczywistych p uktad rownan
{(x —¥)? =p*
x3-—y3=16
ma doktadnie jedno rozwigzanie. Znajdz to rozwigzanie.

Zadanie 4.

Rozwigzaé¢ rownanie z niewiadoma
1 N 1 N 1 3
x—a x—2a x+3a x
gdzie a jest dang liczbg rzeczywista.

Zadanie 5.
W uktadzie wspotrzednych kartezjanskich x, y zaznaczy¢ zbidr wszystkich punktow, ktorych
wspotrzedne spetniajg rownanie y = |x — 3| oraz zbior wszystkich punktow, ktorych wspotrzedne
spetniajg rownanie |x| + |y| = 6. Rozwigza¢ uktad roéwnan
{y=u—ﬂ
x| + |yl =6
graficznie oraz przy pomocy obliczen.

Zadanie 6.
W zbiorze liczb rzeczywistych rozwigza¢ uktad réwnan
2+ 1DO%2+1)+24xy =0
12x N 12y
x>+1 y?2+1

+1=0



Zadania dla uczniéw pragnacych rozwijaé
swoje zainteresowania matematyczne
Edycja V (zajecia 6 X1 2021)

Zadanie 1.
Dane sg liczy rzeczywiste a, b, c takie, zea + b + ¢ = 0. Udowodnié, ze jezeli wyrazenie

_1+1+1
“a+b b4+c c+a

ma sens, to wtedy:
_a’?+b*+c?
B 2abc

Zadanie 2.
W uktadzie wspotrzednych kartezjanskich X, y narysowac:

1
y= \/E(Ixz — 32| - [x* —18|)

Zadanie 3.

Dane sg dlugosci a, b przyprostokatnych trojkata ABC. Dwusieczna kata prostego przecina
przeciwprostokatng w punkcie M. Rysujemy okrag k(M, x) styczny do obu przyprostokatnych.
Obliczy¢ promien X tego okregu, dlugosci odcinkow AM, BM i ich stosunek.

Zadanie 4.
W tréjkacie ABC dwusieczna kata BAC przecina przeciwlegty bok BC w punkcie D. Udowodni¢,

V4N

1,12
AB T AC _ AD*¢
gdzie |4BAC| = 2a.

Zadanie 5.

Przyprostokatna tréjkata prostokatnego ma dtugosé¢ 1. Srodkowa odpowiadajaca drugiej
przyprostokatnej jest prostopadta do srodkowej odpowiadajacej przeciwprostokatnej. Obliczy¢
dhugos¢ pozostatych dwdch bokow.

Zadanie 6.
Udowodnié¢, ze przekatne AC, BC czworokata wypuktego ABCD sg prostopadte wtedy i tylko

wtedy, gdy AB? + CD? = BC? + AD?.

Zadanie 7.
Udowodnié, ze jezeli a, b sg liczbami dodatnimi mniejszymi niz 1, to zachodzi nieréwnos¢:

|Ja(1 —b) —/b(1 - a)|
\/a(l —b)+ \/b(l —a)

la — b| <




Zadania dla uczniéw pragnacych rozwijaé
swoje zainteresowania matematyczne
Edycja IV (zajecia 22 X1 2021)

Zadanie 1.

Udowodnij, ze jezeli w trojkacie 0 bokach dtugosci a, b, ¢ zachodzi rowno$é:
2-(a®+ b8+ ¢®) = (a* + b* + c*)?

to trojkat ten jest prostokatny.

Zadanie 2.

Z wierzchotka C kata prostego w trojkacie prostokgtnym ABC poprowadzono wysoko$¢ CD.
Udowodnij, ze dtugos¢ wysokosci CD jest rowna sumie dtugosci promieni okregdéw wpisanych w
trojkaty ABC, ACD, BCD.

Zadanie 3.
Na zewnatrz ostrokatnego trojkata ABC zbudowano réwnoboczne trojkaty BCA', ABC', ACB'.
Wykaz, ze odcinki AA", BB', CC' sg rownej dlugosci.

Zadanie 4.

Dla jakich liczb rzeczywistych a rownanie x* + 6x3 4+ ax® + 6x + 1 = 0 ma cztery rozne
pierwiastki?

Zadanie 5.

Roéwnanie 2x3 — 9x2 + 7x + a = 0 ma trzy rézne pierwiastki. lloczyn dwoch z nich jest rowny -1.
Obliczy¢ liczbe a i pierwiastki rownania.

Zadanie 6.

Znalez¢ wszystkie rozwigzania uktadu rownan:
x2+y?+z2+2xy+6xz+6yz+6x+6y+142z+5=0
z2+4xy —2xz—2yz+x+7y—4z+1=0
2x2+2y?* + 22+ 2xz+2yz+8x+2y+5z2+6 =0

Zadanie 7.

Znalez¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ dla ktorych zachodzi:
a) Y(x—22+63/(x—3)2=5¥x2—5x+6
b) x+1Dx+2)(x+3)(x+4)+1=0
c) x*+x2-2x+2=0



Zadania dla uczniéw pragnacych rozwijaé
swoje zainteresowania matematyczne
Edycja Il (zajecia 8 XI 21)

Zadanie 1.
W ostrokatnym trojkacie ABC, ktorego katy majg miary a, 8,y poprowadzono wysokos¢ AA', BB',
CC'. Oblicz stosunek pol trojkatow A'B'C' i ABC.

Zadanie 2.
Udowaodnij, ze jezeli a, b, ¢ sa dlugoSciami bokoéw trojkata prostokatnego (¢ — dlugosé
przeciwprostokatnej), to (a + b)? + (b + ¢)? + (a + ¢)? > 6c¢2.

Zadanie 3.
Dany jest trojkat ABC, w ktorym poprowadzono srodkowe AA', BB', CC' przecinajace Si¢ W

punkcie M. W trojkaty AMC', BMC', BMA', CMA', CMB', AMB' wpisano okrggi 0 promieniach
odpowiednio 1,1y, 73, 74, 15, 7. Wykaz, ze:

Zadanie 4.
Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, ¢ sg z przedziatu (0, 1) to

Jal=b)(1 —c)+yb(1-c)(1—a)++c(1—a)(1—b) <1+ +abc.

Zadanie 5.
Narysowaé wykresy funkcji:
2
4—x
a) y= ol e) y=Ixl- |05
b) V=7 2
Ve f) y=lxl| lj_;l
C) y = i x2—9 x+|x|
22| 9 y==;
_x x2+x—6 _ 2x?
d y= x|+ [x2+x—6] h) x+]x]
Zadanie 6.

Udowodni¢, ze dla wszystkich x € R zachodzi:
a) |cosx+sinx| <2
b) cos*x + sin*x > %

Zadanie 7.
Znalez¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ dla ktérych zachodzi:

1 2
a+2b2+36+ +—=+—==12

3
p2 ' o2



Zadania dla uczniow pragnacych rozwijaé
swoje zainteresowania matematyczne
Edycja IT

Zadanie 1.

Liczby dodatnie a, b, ¢ sa dlugosciami bokdéw pewnego trdjkata. Udowodnij, ze:

a b c

+ + <2
b+c c+a a+b

Zadanie 2.

Rozwigz w liczbach catkowitych x, y rownania:
a) x2=y2+2y+13 b) x2+x+41=y?

Zadanie 3.

Rozwiaz uktad rownan:
2x? x*+y*+z2=3
1+x2 y b) + + =3
e Xy + Xz +yz =
=z
1+y2
222

a)

1+z2

Zadanie 4.
Wykaz, ze jesli suma wysokosci jest 9 razy wicksza od promienia okregu wpisanego, to trojkat ten
jest rbwnoboczny.

Zadanie 5.

Wykaz, ze jeslix +y +z = 0, to:

a) x3+y3+2z3=3xyz

b) 2x* 4+ 2y* 4+ 2z* = (x? + y? + 2z%)?

Zadanie 6.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczba dodatnich a i b zachodzi nieréwnos¢:

\/E+\/Zs\[a:2+\[b:2
b a



Zadania dla uczniéw pragnacych rozwijaé
swoje zainteresowania matematyczne
Edycja |

Zadanie 1.
Rozwiaz uktady rownan:
(1+1=2006
|x X2 +2y+1=0
a) {;4‘;:2007 b) y2+22+1=0
2 —
k1+l=2008 z°+2x+1=0
Z X
Zadanie 2.

Wykaz, ze w trojkacie prostokgtnym suma dlugosci przyprostokatnych rowna jest sumie srednic
kota wpisanego w ten trojkat i kota opisanego na tym trdjkacie.

Zadanie 3.

a) Udowodnij, ze jezeli 2=+ —— + = 1,t0 - + L=+ ==
' b+c c+a a+b """ btc  ct+a a+b '

b) Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej liczba n®> — n jest podzielna przez 5.

Zadanie 4.

Udowaodnij, ze jezeli $ciany czworoscianu sg trojkgtami przystajgcymi, to suma odleglosci
dowolnego punktu wewnetrznego M tego czworos$cianu 0od jego $cian jest stata (tzn. nie zalezy od
wyboru punktu M).

Zadanie 5.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, i z spelniona jest nieréwnosc:

a) (x+y)2+(y+z)2+(z+x)22§(x+y+z)2

x2+y2+z2 _ x+y+z
b) / PR

Zadanie 6.

Jesli liczbe dwucyfrowa podzielimy przez sume jej cyfr, to otrzymamy 6 i resztg 3. Jesli za$
podzielimy te liczbg przez sume cyfr powigkszong 0 2, to otrzymamy 5 i reszte 5. O jaka liczbe
chodzi?




